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2     |     Knickung 

Betrachtet wird ein Stab zwischen zwei Flächen (Bild 1). 

 

Bild 1. Belastungsfall 

Die DGL der elastischen Linie lautet in diesem Fall 

𝑦′′ = −
𝑀

𝐸∙𝐼
= −

𝐹

𝐸∙𝐼
𝑦     |  

𝐹

𝐸∙𝐼
= 𝑎2. (1) 

Dadurch vereinfacht sich die Gleichung zu 

𝑦′′ = −𝑎2𝑦     | 𝑦′′ =
𝑑𝑦′

𝑑𝑥
. (2) 

Erweitert mit y‘ 

𝑑𝑦′

𝑑𝑥
𝑦′ = −𝑎2𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 (3) 

𝑦′ 𝑑𝑦′ = −𝑎2 𝑦 𝑑𝑦. (4) 

Durch Integration folgt 

𝑦′ ∫ 𝑑𝑦′ = −𝑎2 ∫ 𝑦 𝑑𝑦. (5) 

𝑦′2

2
= −𝑎2 𝑦2

2
+ 𝑐1 (6) 

Durch Änderung von c1 = c2 folgt 

𝑦′2 = 𝑐2 − 𝑎2𝑦2 (7) 

𝑦′ = √𝑐2 − 𝑎2𝑦2 (8) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑐√1 − (

𝑎

𝑐
)

2

𝑦2     |  
𝑎∙𝑦

𝑐
= 𝑧 (9) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑐 √1 − 𝑧2     | 𝑐 =  

𝑎∙𝑦

𝑧
 (10) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎∙𝑦

𝑧
 √1 − 𝑧2   (11) 

𝑑𝑦 = 𝑐 √1 − 𝑧2 𝑑𝑥 (12) 

𝑑𝑧
𝑐

𝑎
= 𝑐 √1 − 𝑧2 𝑑𝑥     | c gekürzt (13) 

𝑎 ∙ 𝑑𝑥 =
𝑑𝑧

√1−𝑧2
     | integrieren (14) 
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𝑎 ∫ 𝑑𝑥 = ∫
𝑑𝑧

√1−𝑧2
     | integrieren (15) 

𝑎 ∙ 𝑥 + 𝑐2 = arcsin 𝑧 (16) 

𝑧 = sin(𝑎 ∙ 𝑥 + 𝑐2)     | 𝑧 =
𝑎∙𝑦

𝑐
 (17) 

𝑦 =
𝑐

𝑎
sin(𝑎 ∙ 𝑥 + 𝑐2) (18) 

𝑦 =
𝑐

𝑎
(sin(𝑎 ∙ 𝑥) ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑐2) + cos(𝑎 ∙ 𝑥) ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑐2)) (19) 

𝑦 = 𝐴 sin(𝑎 ∙ 𝑥) + 𝐵 cos(𝑎 ∙ 𝑥) (20) 

Randbedingungen: 

𝑥 = 0 → 𝑦 = 0  

𝑥 = s → 𝑦 = 0  

𝑥 =
𝑠

2
 → 𝑦 = f  

Für   

𝑥 = 0 → 𝑦 = 0 → B = 0  

Für   

𝑥 =
𝑠

2
 → 𝑓 =  𝐴 sin (𝑎 ∙

𝑠

2
) (21) 

Außerdem ist 

𝑎 𝑠

2
=

𝜋

2
 (22) 

der größte Wert der Sinusfunktion, da für y = f (die größte Knickung) steht. Daraus ergibt sich 

𝑎 =
𝜋

s
. (23) 

Für (21) folgt 

𝑓 =  𝐴 sin (
𝜋

2
) = 𝐴 ∙ 1 = 𝐴. (24) 

𝑦 =  𝑓 sin (
𝜋∙𝑥

s
). (25) 

Aus der Geometrie ergibt sich 

𝑓2 = (
𝑙

2
)

2

− (
𝑠

2
)

2

     | 𝑠 =
𝜋

𝑎
 (26) 

𝑓2 =
l

4

2
−

𝜋2

4𝑎2     | 𝑎2 =
𝐹

𝐸∙𝐼
 (27) 

𝑓2 =
l

4

2
−

𝜋2∙𝐸∙𝐼

4𝐹
   (28) 

𝑓2 = (
𝑙

2
)

2

(1 −
𝜋2∙𝐸∙𝐼

𝐹∙𝑙2 )   (29) 

Überlegung von Euler; 

Wenn f existiert, dann ist der Stab bereits ausgeknickt. Wichtig aber ist der Grenzfall. Dafür gilt jedoch, dass f 

oder f2 = 0 wird. Also muss eine Klammer Null werden, doch l ist auf keinen Fall Null. Also folgt 

(1 −
𝜋2∙𝐸∙𝐼

𝐹∙𝑙2 ) = 0 (30) 

𝜋2∙𝐸∙𝐼

𝐹∙𝑙2 = 1.  (31) 

Daraus ergibt sich 

𝜋2 ∙ 𝐸 ∙ 𝐼 = 𝐹 ∙ 𝑙2     | 𝐹 = 𝐾. (32) 
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𝐾 =
𝜋2∙𝐸∙𝐼

𝑙2      | 𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟𝑠𝑐ℎ𝑒 𝐾𝑛𝑖𝑐𝑘𝑘𝑟𝑎𝑓𝑡. (33) 

𝐼 = A ∙ 𝑖2   (34) 

mit A = Querschnitt und i = Trägheitshalbmesser. 

𝐾 =
𝜋2∙𝐸∙𝐴∙𝑖2

𝑙2 .  (35) 

Daraus folgt die maximal zulässige Knickspannung 

𝜎𝐾 =
𝐾

𝐴
=

𝜋2∙𝐸∙𝑖2

𝑙2  (36) 

𝜎𝐾 =
𝜋2∙𝐸

(
l

𝑖
)

2 . (37) 

Die Größe (l / i) wird als Schlankheitsgrad λ bezeichnet. 

𝜎𝐾 =
𝜋2∙𝐸

λ2 . (38) 

Nach Euler unterscheidet man vier Knickfälle (Bild 2). 

 

Bild 2. Rechnerische Knicklänge für vier Belastungsformen nach Euler 

Aufgabe: 

Ein Excel-Arbeitsblatt soll die zulässige Knickspannung für die vier Belastungsfälle bestimmen. 

 

 


