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Die Formanderungsarbeit W beschreibt die geleistete Arbeit zur Verformung eines elastischen Ssytems. Die hier
aufgefihrten Formeln und Beispiele dienen als Arbeitsgrundlage fir eine Umsetzung mit Excel.

Anwendungs-Datei:




Bei der elastischen Verformung eines Kdrpers oder dem Spannen einer Feder muss eine Kraft aufgewandt

werden. Diese verrichtet eine wegabhangige Arbeit.

1 Formanderungsarbeit bei Normalspannung

Wir betrachten ein Massenelement dx, dass durch eine Normalspannung in Richtung dx verformt wird (Bild 1).
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Bild 1. Forménderung unter Normalspannung

Die Federarbeit ergibt sich aus

dW=ax-dz-dy-Ex-dx-§.

Mit
Ox

€y = ?
und

dV =dx-dy-dz
folgt

dw =Z.qy-Z=1.52.dv
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Fir die gesamte Federarbeit folgt
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2 Formanderungsarbeit bei Tangentialspannung

dz

q)'dx[

dy

Bild 2. Forménderung unter Tangentialspannung

Der Ansatz zur Federarbeit ist in diesem Fall

AW =t-dz-dy-¢-dx-> @)
aw =2 -av ®)
Fur den Gleitmodul G gilt auch die Beziehung
Q= 9)
3 Spezielle Forméanderungsarbeit
3.1 Formanderungsarbeit bei Biegespannung (Normalspannung)
Wir betrachten den Biegequerschnitt mit dem axialen Flachentragheitsmoment | (Bild 3).
Ty
[ = fyz -dA
Bild 3. Biegequerschnitt
Die Biegespannung im Abstand y von der neutralen Phase bestimmt sich aus
—Mb_ Mb,
C=Ww =7 (10)
Durch Einsetzen folgt
_ 1 Mmp? o —
dW—E-I—Zy +dx-dy-dz |dy-dz=dA (12)
dw =L M52 g - dx (12)
dW=ﬁ'MI—I;2fy2-dA-dx 1= [y*-dA (13)
aw =L “f—zzdx (14)
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3.2 Formanderungsarbeit bei Torsionsspannung (Tangentialspannung)

Mit dem polaren Flachentragheitsmoment Ip und dem Verdrehwinkel ¢ bestimmt sich die Torsionsspannung
unter dem Torsionsmoment Mt

=Mt
T= 0 (15)

Fur die Formanderungsarbeit folgt

1 Mt?

aw = — Ip—z-qoz-dz-dy-dx |dz-dy = dA (16)
2

dW=ﬁ-IZ7—tZ-<p2-dA-dx (16)

aw = 2 M2 gy (16)
26 Ip

3.3 Anwendungsbeispiele
3.3.1 Einseitig eingespannter Trager unter Punktlast

An einem einseitig eingespannten Tréger wirkt am Ende eine Punktlast (Bild 4).

F

Bild 4. Einseitig eingespannter Trager unter Punktlast

Anwendung der Formel

1 Mb?

dw =20y |Mb=F-x (17)
2 El
dW = —— - F2 . x2 . dx (18)
2E1
_ — 1 g2 b2,
W=[dW=_—F [ x* dx (19)
_ FZ 310 _ Fz'l3
= 2Bl lxlo = 6-E'l (20)

Da aber der Tréager durch die Karft F an der Stelle I den Weg f zurlicklegt, kann man setzen

F>13 _ Ff
6E1 2 (21)

Es ergibt sich die maximale Durchbiegung aus

F-13

f=3 (22)
Unter diesem Weg ist also f nur unter der Punktlast bestimmbar.
3.3.2 Frei aufliegender Trager unter unsymmetrisch angreifender Punktlast

Der Tréager (Bild 5) wird getrennt an der Stelle der Punktlast betrachtet. Aus der Gleichgewichtsbetrachtung folgt
dann

w=w, +w, =" (23)
Fur die Forméanderungsarbeit folgt
2
dw =222 gy (24)
2 2'E
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Bild 5. Beidseitig aufliegender Trager unter Punktlast

Die Auflagerkrafte bestimmen sich aus

A=F-2;B=F-2 (25)
Die einzelnen Forménderungsarbeiten sind
_ A2 |x31¢ _ F2.p2.q3
Wi=crmils o 6EILZ (26)
B2 |[x31¢ F2.q2.p3
=5 = @7)
Die Durchbiegung unter der Last ergibt sich aus dem Ansatz
Ff _ F?.q%-p? _
5 T Tmn (a+b) |a+b=1 (28)
a2,b2
f=F: 3E-Il (29)
3.3.3 Federkonstanten einer gewickelten zylindrischen Feder
Fur eine zylindriche Feder (gewickelte Schraubenfeder) von gleichem Drahtdurchmesser (Bild 6), ist die
Federkonstante ¢ zu bestimmen.
d i Anzahl der
Windungen
R S
F
Bild 6. Zylindrisch gewickelte Feder
Die Formanderungsarbeit folgt aus dem Ansatz
2
AW = 2. gx. (30)
2:GIp
Darin ist
Mt=F-R (31)
in diesem Fall konstant und der Weg ist
s=2-R-m-i. (32)
Es folgt die Forménderungsarbeit
2.p2
w=E.2.Rem-i. (33)
2:G'Ip
Sie entspricht der Durchbiegungsarbeit
Ff
W = T, (34)
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sodass durch Gleichsetzung folgt

PR ) Rem-i=tL (35)
2:GIp 2
Durch Umstellung folgt die Durchbiegung
2-F-R%mi
f= GIp (36)
Fir die Federkonstante ¢ besteht die Beziehung
_F__GIp _d'n
€= f 2FRZmi | 1p = 32 ° (37)
Durch Einsetzen folgt die Formel zur Bestimmung der Federkonstanten
G-d*
€= Sardt (38)
3.3.4 Federkonstante einer gewickelten konischen Feder
Fur eine konische Feder (gewickelte Schraubenfeder) von gleichem Drahtdurchmesser (Bild 7), ist die
Federkonstante ¢ zu bestimmen. Zu beachten ist, dass Mt verénderlich ist!
d fz,
R y r
dx > - X >
I
Bild 7. Konisch gewickelte Feder
dx =y-dp;y=r+z. (39)
Aus den Proportionen ergibt sich
l X R-r z
R-r  z'izm @ (40)
oder
! _x R _yor
i2m  w izm o’ (41)
Aus diesen Gleichungen ergibt sich
R-r
Die Gleichung fir die Forméanderungsarbeit lautet
Mt(x)?
w = 261y [d 43)
Die GrolRe | als Integrationsgrenze ist noch unbekannt.
l _ re=i2m R-r
fode =57 (r+0i7) do (44)
_ . (PZ ' R—7 i2m
i-2-)2-(R—
l=T'i'2'7T+M (46)

2:2:i-2'm
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l=i-w-(R+7). 47
Fur die Formanderungsarbeit folgt
_ Mt(x)? pin(R+1)
T 26GIp fO dx (48)
_ FZy? cim(R+7)
=i fo dx. (48)
Da
dx=y-do (49)
ist, ergibt sich auch
_ F2 2r o .
W= Sy y?edx (50)
R-r R-T
y=r + ¥ i2m’ 2w a (51)
yi=(@+¢-a)®=r3+3riap + 3ra’p? + a3 (52)
Und wenn fur
F2
2GIp (53)
gesetzt wird, dann ergibt sich fur die Formanderungsarbeit
w=A f()iz”(r3 + 3rap + 3ra’e? + ad¢?) (54)
i2m
w =A|r3<p+§r2a(p2 +ra?¢? +%a3<p4 . (55)
wW=A- (r3i2n +31r2ai24n? + radi38n3 + l¢7L3l'4167r4) ja=2" (56)
2 4 -2
w =A-i-2-7r-(r3 +§r2(R —7r)+7r(R—r1)? +i(R —r)3) (57)
W=A-i-2 -n(r3 273 1 2Rr2 4+ R?%r — 2Rr? + 13 + 2R® —2R2r 4+ 2Ry2 —lr3) (58)
2 2 4 4 4 4
W= A-i-2-m(3r+ 1R + 1R +1R9) (59)
4 4 4 4
W=A-i-§(r3+Rr2+R2r+R3) (60)
W= A-i-g(R +7)(R? 4 1?). (61)
Diese Formanderungsarbeit entspricht der geleisteten Federarbeit
Ff_ _F? im, 2 4 g2
2 2GIp 2 R+1)(R" +717) (62)
Damit ergibt sich fur die Federkonstante
_F_ 2:G-Ip
C = f o imR+r)(RZ+12) (63)
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.3.5 Zwei gelenkig aufgehangte und gelenkig miteinander verbundene Stibe

Zwei Stébe sind gelenkig aufgehéngt und gelenkig miteinander verbunden (Bild 8). Im Verbindungsgelenk ist
die Kraft F wirksam. Es ist die Verschiebung des Angriffspunktes der Kraft F in Richtung der Kraft zu ermitteln.

A; (Querschnitt)
. E; (E-Modul) .
A \/> QOD-B
F
1 - 90°-a
Bild 8. Stabverbindung
Nach dem Sinussatz ergibt sich
F _ Fq _ F
sin(a+p) - sin(90°-B) - sin(90°-a) (64)
Daraus folgt
_ cosf | _ cosa
F1 - Fsin(a+ﬁ) ’ F2 =F sin(a+pB) (65)
Die Formel fur die Forménderungsarbeit lautet
0.2
W=_— [av (66)
und da keine Forméanderung auftritt
0.2
Die Federarbeit Giber den Weg v, entspricht nun der Forménderungsarbeit in den beiden Gelenken
Fv 2 2 F
Tp:W1+W2::_;1'A1'l1+;_;2'A2'12 IO-:Z (68)
Fop P 4 4 g
2 2By A% Al + 2-Ey-A2 Az (69)
. _ F? cos?B:l; |, cos’a-l,
F W= sinz((x+ﬁ)( E1-Aq + Ey-Ay ) (70)
_ F cos?B-ly . coslarly
W= sin2(a+/3)( E1-Ap + Ep-Ap ) (71)
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