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Beschreibung: Betrachtet werden Flachen und Linien, die durch Funktionen und ihren
Schwerpunkt beschrieben werden.
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1 Schwerpunkte von Flachen

Gegeben ist eine Funktion f(x) im Koordinatensystem (Bild 1).
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Bild 1. Flachenschwerpunkt eines Kurvenstiicks

Jede Flache A unter einem Graphen der Funktion y = f(x) im Bereich von a bis b ergibt

sich aus dem bestimmten Integral

b
A= fa fx)dx. 1)
Bei der Betrachtung eines infinitesimalen Flachenelements (Bild 2)
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Bild 2. Betrachtung eines Flachenelements
folgt angenéhert
dA =y-dx )
Bei einer Rotation des Flachenelements um die x-Achse ergibt sich das Flachenmoment
_gp Y Y aM@) _ y?
dM(x) = dA S=Sdn — == 3)
und um die y-Achse
AMy) =dA-x =y x-dx; HLD—y. 5 4)

dx
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Folglich ist

M(x)=1["y?*dx; M(y) =]y x-dx 5)
Die Eigenschaft des Schwerpunkts sind die Flachenmomente
Mx)=Ay; MQy)=Ax (6)
Durch Einsetzen von A und Gleichsetzung folgt
[ fQ) dx-y,=2f y*-dx Y
und
faby-x-dxzf:y-x-dx (8)
Die Lage des Schwerpunktes bestimmt sich somit aus
_ %f;(f(x))zdx _ f: Flx)x-dx
s = X = 9)
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2 Schwerpunkte von Kurvenstiicken
Bei Kurvenstiicken erfolgt eine dhnliche Betrachtung (Bild 3)
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Bild 3. Betrachtung eines Kurvenelements

Die L&nge des infinitesimalen Kurvenstiicks bestimmt sich angenédhert nach Pythagoras

ds? = dx? + dy?; ds = ./dx? + dy? (5)

- . ay?
ds= [dx?-(1+%) (6)

2
ds = dx- /1+(Z—i) | 2= f'(x) @
ds =dx -1+ (f'(x))>2 (8)

Folglich ergibt sich die Lange des Kurvenstiicks aus

s= [T+ (F@)?- dx. 9)
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und

M) = [)y-ds; MO) =[] x-ds. (10)
bzw. die der infinitesimalen Elemente

M@ = [}y 1+ (F(0)? - dx (11)

M) = [} x [T+ (F (02 - dx. (12)

Durch Gleichsetzung und Umstellung erfolgt wiederum

_ f(fy- 1+(f1(x))2-dx

[P+ G0 dx (13

S

_ f(fx- 1+(fr(x))%-dx

= 14
S GG ax (14

3 Herleitung der 1. Guldinschen Regel

Die Rotation einer Flache A mit einem Schwerpunkt Sa um eine Achse erzeugt einen
gedachten Rotationskdérper mit dem Volumen V (Bild 4).
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Bild 4. Rotationskdrper
Das Volumen des Rotationskdrpers bestimmt sich aus
b 2
V=[ Ax)dx |AX) =1 (f(x) (15)
2
V= ﬂfab(f(x)) dx (16)
Der Schwerpunktsabstand ys folgt nach (9) durch Einsetzen von (1)
1.b 2
SlFe)dx 1 b 2
o ") s @)
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Sowohl in (16) als auch in (17) steht das gleiche Integral. Durch Umstellung und
Gleichsetzung folgt

(Fe) dx=2=2-4"y, (18)
Daraus folgt die 1. Guldinsche Regel
V=21 ys A (19)

Das Volumen eines Rotationskdrpers ist gleich dem Produkt aus Querschnittsflache und
dem Weg des Schwerpunkts bei einer Umdrehung um die Rotationsachse.
4 Awendung der 2. Guldinschen Regel

Zur Berechnung der Oberfl&che eines Torus (Bild 5) verwenden wir die 2. Guldinsche
Regel.
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Bild 5. Die Rotation einer Kreisflache erzeugt einen Torus

Die Oberflache eines Rotationskorpers ist gleich der Lange des Kurvenstiicks b und dem
Weg seines Schwerpunkts bei einer Umdrehung um die Rotationsachse.

0=2-m-ysb. (20)
Bei einem Torus ist

b=2-m-r; y,=R. (21)
Durch Einsetzen folgt

Op=4-m?-R-r (22)

die bekannte Formel aus der Literatur.
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9 Anwendungsbeispiel

Wir betrachten den Rotationskorper Halbkugel, der aus einem rotierenden Viertelkreis

entsteht (Bild 6). Gesucht ist das Volumen.
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Bild 6. Rotationskdrper Halbkugel
Der Graph, der die Form begrenzt, ergibt sich nach Pythagoras mit

fQx) =Vrz —x2.
Die Rotationsflache besitzt den Inhalt
A=Ly2,
4
Der Schwerpunktsabstand ys folgt nach (17) aus
Y = n%for(\h‘z — xZ)2 dx
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Das Volumen folgt mit der 1. Guldinschen Regel aus

=2 v A=2.-g- X .2
V—ZT[ySA—ZTL'}n_[}

2
V=§'T['T'3

Auch diese Formel stimmt mit der Literatur tberein.
Aufgabe:

(23)

(24)

(25)
(26)
(27)
(28)

(29)

(30)

(31)

Auf einem Excel-Arbeitsblatt soll das Volumen in Abhé&ngigkeit vom Kugelradius als

Diagramm dargestellt werden.
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